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Construccion de Espacios de Probabilidad

Introducciéon

La Teorfa de la Probabilidad surgié del planteamiento de problemas tedricos, los cuales
provenian de algiin problema préctico. El problema de la divisién de apuestas, por ejemplo,
surgié al buscar determinar cémo deberfan de repartirse las apuestas en un juego de azar
que se interrumpe antes de que alguno de los participantes gane el juego de acuerdo con las
reglas establecidas.

Sin embargo, una vez que la Teorfa de la Probabilidad se formula en forma axiomética,
los elementos que la componen no requieren de una interpretacién practica. Més atn, en la
formulacién axiomdtica, no es admisible definir un concepto en términos de un determina-
do fenémeno aleatorio, o demostrar algiin teorema utilizando propiedades de un fenémeno
aleatorio.

Es posible que se utilice la Teorfa de la Probabilidad para modelar algin fenémeno aleatorio
y que los conceptos que se introduzcan o las propiedades que se demuestren provengan de las
caracteristicas de dicho fenémeno, o que estemos interesados en estudiar las propiedades del
fenémeno en consideracién basiandonos en el modelo matematico, pero, si bien éste puede
ser el caso, los elementos mismos del fenémeno o sus propiedades no forman parte del cuerpo
tedrico; lo que se observa del fenémeno podria motivar introducir algiin concepto o buscar
algin resultado dentro del modelo matema&tico que nos ayude a entender el fenémeno o
darnos una idea de sus propiedades, pero las observaciones mismas no forman parte del
modelo.

Por ejemplo, el lanzamiento de un dado n veces consecutivas lo podemos modelar utilizando
como espacio muestral al conjunto de todos los posibles resultados de los n lanzamientos,
es decir, al conjunto €2 formado por todas las colecciones ordenadas de n niimeros naturales
que pertenecen al conjunto {1,2,3,4,5,6}; la familia de eventos la podemos considerar como
el conjunto potencia de 2, es decir la familia formada por todos los subconjuntos de 2;
finalmente, como medida de probabilidad podemos tomar la que asigna a cada subconjunto
de 2 el cociente que resulta de dividir el nimero de elementos de ese subconjunto entre 6",
el cual es el nimero de elementos de ().

Tendriamos asi definido nuestro espacio de probabilidad, el cual podemos pensarlo como
modelo matematico del lanzamiento de n dados en forma consecutiva, pero el modelo mis-
mo es una abstraccién, no requerimos de referirnos al lanzamiento del dado para definirlo.
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Podriamos decir: un ejemplo de espacio de probabilidad es el siguiente: Definamos ) =
{1,2,3,4,5,6}, I como la familia de todos los subconjuntos de 2 y como medida de proba-
bilidad tomemos a la funcién P : & — R definida, para cada B € &, mediante la relacion
P(B)= Z{WGB}p(w), donde p (w) = 6% para cualquier w € €.

El espacio de probabilidad (€2, <, P) asi definido estd formado por elementos matematicos
abstractos que se tendrian que tratar como independientes de cualquier fenémeno aleatorio.

En algunos problemas de probabilidad se hace referencia al concepto de experimento aleatorio
y se construye un espacio de probabilidad ad hoc para ese experimento, de manera similar a
como lo hicimos con el lanzamiento del dado, pero nuevamente, el espacio de probabilidad
que se construye tiene que tratarse como independiente de cualquier fenémeno aleatorio.

Un caso particular de experimento aleatorio es lo que se conoce como ensayo de Bernoulli, el
cual se define como un experimento aleatorio que admite inicamente dos posibles resultados,
a uno de los cuales se le llama éxito y al otro fracaso. Utilizando este concepto, podemos,
por ejemplo, definir algunas variables aleatorias de interés o plantearnos algunos problemas
de probabilidad que historicamente fueron importantes para el desarrollo de la Teorfa de la
Probabilidad.

Por, ejemplo, podemos considerar al experimento aleatorio que consiste en la realizacion
consecutiva de n ensayos de Bernoulli, cada uno de ellos independiente de los demés y tal
que la probabilidad de obtener éxito es igual a un nimero p € [0, 1], el cual es el mismo
para cada uno de los ensayos. Si definimos X como el nimero de éxitos que se obtienen
al realizar los n ensayos, X resulta ser una variable aleatoria con distribucién binomial de
pardmetros n y p, lo cual podemos mostrar sin necesidad de definir formalmente algin espacio
de probabilidad.

Como otro ejemplo, podemos considerar al experimento aleatorio que consiste en la realiza-
cién consecutiva de una infinidad de ensayos de Bernoulli, cada uno de ellos independiente
de los demds y tal que la probabilidad de obtener éxito es igual a un nimero p € [0,1], el
cual es el mismo para cada uno de los ensayos. Si definimos Y como el niimero de fracasos
que se obtienen antes de obtener éxito por primera vez al realizar el experimento, Y resulta
ser una variable aleatoria con distribuciéon geométrica de parametro p, lo cual, como en
el caso anterior, podemos mostrar sin necesidad de definir formalmente algin espacio de
probabilidad.

Como tercer ejemplo, podemos, nuevamente, considerar al experimento aleatorio que consiste
en la realizacién consecutiva de una infinidad de ensayos de Bernoulli, cada uno de ellos
independiente de los demds y tal que la probabilidad de obtener éxito es igual a un niimero p €
[0, 1], el cual es el mismo para cada uno de los ensayos. Pero esta vez podemos preguntarnos
por la probabilidad de obtener un nimero finito de éxitos al realizar el experimento.
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En el caso del primer ejemplo, no hay problema para tratarlo sin necesidad de recurrir a
la formulacién axiomdtica de la teoria de la probabilidad. Pero, en el segundo ejemplo, y
sobre todo en el tercero, podemos observar un problema si no se recurre a una formulacién
matemdtica (abstracta). El problema consiste en que la realizaciéon de una infinidad de
ensayos de Bernoulli es imposible. En el segundo ejemplo podria argumentarse que no hay
tal problema ya que casi con seguridad se obtendria el primer éxito en un nimero finito
de ensayos; sin embargo, si hay problema, ya que siendo independiente cada ensayo de los
demds, en cualquiera de ellos es posible que el resultado sea fracaso; de manera que es
posible que no podamos determinar el niimero de fracasos que se obtienen antes de obtener
éxito por primera vez. Podrfamos obtener la distribucién de X imaginando que es posible
la realizacién del experimento, pero estarfamos partiendo de algo que es falso. En el tercer
ejemplo es completamente claro que no es posible determinar si se obtiene un nimero finito
de éxitos al realizar el experimento ya que para determinarlo es necesario conocer la infinidad
de resultados que se obtienen, lo cual no es posible.

Lo anterior muestra uno de los problemas a los que se enfrenta uno al no contar
con un modelo matemadtico abstracto que permita formular los problemas de una
manera distinta, dentro de un marco tedérico donde no haya necesidad de realizar
experimentos. Esto tiene relacién con el planteamiento de Poincaré cuando, en el ano 1896,
decfa: “No se puede dar una definicién satisfactoria de la probabilidad.” y agregaba: “La
definicién completa de la probabilidad es una especie de peticién de principio... deberemos,
en cada aplicacién, hacer convenciones.” Obsérvese que Poincaré incluye la frase “en cada
aplicacién”, lo cual nos dice que un problema de probabilidad lo pensaba vinculado a un
determinado problema préctico. Es decir, la teorfa y la aplicacién estaban mezcladas en una
sola cosa. Esto ilustra una de las razones por las cuales el Célculo de Probabilidades no era
considerado en esa época como una rama de las Matematicas, sino de la Fisica, tal como lo
expres6 Hilbert en el ano 1900: “Las investigaciones sobre los principios fundamentales de la
geometria nos conducen a plantear este problema: Tratar con base en ese modelo las ramas
de la Fisica donde las Matemadticas juegan actualmente un papel preponderante; esas ramas
de la ciencia son, antes que cualesquiera otras, el Célculo de Probabilidades y la Mecénica.”

Con la formulacién axiomaética de la Teorfa de la Probabilidad, la teorfa y las aplicaciones
quedan separadas, aunque entrelazadas de alguna manera. La teorfa puede ser desarrollada
independientemente de las aplicaciones que se hagan de ella, sin quedar éstas por fuera
completamente ya que son las aplicaciones las que hacen surgir y alimentan las teorfas,
complementdndose unas con la otras.



Construccion de espacios de probabilidad

Definicién 1 (Espacio de probabilidad). Llamaremos espacio de probabilidad a una terna
(Q,3, P), donde Q2 es un conjunto, S una o-dlgebra de subconjuntos de Q y P una medida
sobre & tal que P(Q2) = 1, a la cual llamaremos medida de probabilidad. A 2 lo llamaremos el
espacio muestral, a los elementos de S eventos y a la medida P de un evento A la probabilidad

de A.

En la formulacién moderna de la teorfa de la probabilidad, el primer problema a resolver
cuando se tiene un problema consiste en modelarlo mediante un espacio de probabilidad. Una
vez hecho eso, se trabaja con ese modelo utilizando las propiedades que tiene la medida de
probabilidad; esto tltimo ya es puramente matematico; lo que se infiera a través del modelo
puede o no ser valido en el problema que queremos resolver.

Como dijimos antes, cuando se tiene un problema de probabilidad se busca definir un expe-
rimento aleatorio que lo represente; el cual tiene como caracteristica principal que, si bien
admite diferentes posibles resultados, el que se obtendria al realizarlo es sélo uno de ellos.

En general, el conjunto {2 se toma como el conjunto de posibles resultados del experimento
aleatorio; sin embargo, esto no tiene que ser asi necesariamente, aunque si se requiere que,
de alguna manera, ) contenga a ese conjunto de posibles resultados.

Dependiendo de la complejidad del problema que queremos atacar, el conjunto €2 puede ser
muy simple o muy complicado. Por ejemplo, si el experimento aleatorio consiste en elegir
al azar un elemento del conjunto A = {1,2,..., N}, donde N es un nimero natural fijo, el
conjunto €2 podria ser precisamente el conjunto A. Otro ejemplo, si el experimento aleatorio
consiste en medir dia a dfa, durante 30 dfas, la altura de un bambi lenoso, en etapa de
crecimiento, que mide al inicio xy metros, el espacio muestral {2 podria ser el conjunto

{(h1,hg, ..., h3o) : hg € [xg,x0 + 25] para cualquier k € {1,2,...,30}}

La construccién de espacios de probabilidad con caracteristicas que permitan su facil manejo
es un problema importante a resolver, sobre todo en la teoria de los procesos estocdsticos.

Pasemos a la construccién de un espacio de probabilidad para cada uno de los 3 ejemplos
descritos en la seccién anterior.

Cuando se trata de problemas que tienen que ver con la realizacién de ensayos de Bernoulli,
lo que se hace es introducir lo que se conoce como distribucién Bernoulli. Para esto se
representa un éxito con el nimero 1 y un fracaso con el nimero 0. Entonces decimos que una
variable aleatoria X tiene distribucién Bernoulli, con pardémetro p € [0,1],si P[X =1] =p
y P[X=1=1-p.
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Al considerar al experimento aleatorio que consiste en la realizacién consecutiva de n en-
sayos de Bernoulli, cada uno de ellos independiente de los demds y tal que la probabilidad
de obtener éxito es igual a un ndmero p € [0, 1], tenemos que construir un espacio de pro-
babilidad (2, <, P) en el cual se puedan definir n variables aleatorias independientes, cada
una con distribuciéon Bernoulli de pardmetro p. Este espacio podria ser el siguiente:

Sea €, = {(s1,52,...,8,) : 5; € {0,1} para cualquier j € {1,2,...,n}}
y, para cada w = (s1,...,5,) € Q, y cada subconjunto A de 2, definamos:
pa(w) = ITj—; [ps; + (1= p) (1 = s;)]
P(A) =2 ey Pn (@)

Para hacer ver que P es una medida de probabilidad definida sobre el conjunto potencia de
) basta con demostrar que » | (we) pn(w) = 1, lo cual se prueba a continuacién.

Lema 1. Para cadan € N, sea
Q, = {(s1,52,...,8n) : 5; € {0,1} para cualquier j € {1,2,...,n}}
Sipel0,1] yw=(s1,...,8,) € Q,, definamos:
pn(w) = [Ty [ps; + (1 —p) (1 — ;)]

Entonces, > ¢ cq.} Pn(w) = 1.

Demostracién
Para cada n € N, definamos S(n) = 3 ;o ; Pn(w). Entonces,
= {(0), (1)}
Por lo tanto:
S =px0+(1-p(1-0)4+px1+(1-p(1-1)=1-p +p=1
Ademads, para cualquier n € N, se tiene:
Sin+1)=px0+(1-p)(1-0)+px1+(1—-p)(1-1)]Sn)=>5n)

Asi que, por el principio de induccién matemética, S(n) = 1 para cualquier n € N.
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Definamos ahora, para cada j € {1,2,...,n}, X; : Q, — R mediante la relacién:
X ((s1,82,.-.,80)) =8

Entonces, para cualquier k € {1,2,...,n}, dados r1,79, ..., € {0,1}, se tiene:

P (N X = 7))

= Z{(sl,32,...,sn)enn:sj=rj para cualquier je{1,....k}} H?=1 [ps; + (1 —p) (1 — s5)]

= ([T fors + (L= p) (1= 7))

<Z{(sk+1,...,sn):Sje{O,l} para cualquier je{k+1,..n}} | j=r41 PS5 + (1 =p) (1 = Sj)])

k
= Hj:l [prj + (1 —p) (1 —ry)]
Asi que, sir € {0, 1}, se tiene:
P [Xk = ’l“]
= z{(sl,SQ,...,Sk_l):SjE{O,l} para cualquier je{1,....k—1}} P [Xl =51 Xy = SPIERE ’Xk‘—l = 5j-1, X = T]

k—1
= Z{(sl,32,...,sk_1):5j€{0,1} para cualquier je{1,....k—1}} [p’l“ + (1 - p) (]' - T)] Hj:l [pff’j + <1 o p) (1 o Tj)}

k—1
= [p?” + (1 - p) (1 - T)} Z{(sl752,...,sk,1):5j€{0,1} para cualquier je{1,....k—1}} Hj:l [p,rj + (1 - p) <1 - Tjﬂ

=pr+(1—p)(1—r).

Por lo tanto, para cualquier k € {1,2,...,n}, X} tiene distribucién Bernoulli con pardémetro
P.
Ademés, para cualquier (s, 82 ...,5,) € €, se tiene:

P (ﬂ?:l [X; = 5j]> = H?:1 [ps; + (1 —p) (1 —s;)] = H;L:1 P[X; = sj]
Asi que las variables aleatorias X, X», ..., X,, son independientes.

En este espacio de probabilidad podemos definir una variable aleatoria X con distribucién
binomial de pardmetros n y p; en efecto, la variable aleatoria X : 2, — R, definida mediante
la relacién X = 2?11 X, tiene distribucién binomial con pardmetros n y p.

Tenemos asi construido un espacio de probabilidad para el primer ejemplo.
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Para formular los otros dos ejemplos dentro del marco teérico de que disponemos, requerimos
construir un espacio de probabilidad (£2, 3, P) en el cual se pueda definir una infinidad
numerable de variables aleatorias independientes, cada una con distribucién Bernoulli de
pardmetro p. Vamos a mostrar esta construcciéon para el caso p = % En el caso general la
construccién es similar, pero requiere de algunos pasos adicionales,

Primero un resultado que usaremos més adelante:

Teorema 1. Sea (2,3, P) un espacio de probabilidad y X1, X, ... una sucesion de variables

aleatorias independientes, definidas sobre ese espacio, cada una de ellas con distribucion
Bernoulli de pardmetro % Definamos X : Q +— R mediante la relacion X = Y ., ‘;L,f

Entonces, X es una variable aleatoria con distribucion uniforme en el intervalo [0, 1].

Demostracion

Xp

5t asi que es

X es el limite de la sucesién no decreciente de variables aleatorias X, = >/,
ella misma una variable aleatoria.

Obsérvese que si vemos cada sucesion (Xi(w)) como el desarrollo en base 2 de un nimero
real en el intervalo [0, 1], X (w) es precisamente ese nimero real.

Si (Sn)nen €s una sucesion de 0’s y 1’s; se tiene:
P [X}) = s; para toda k € N] =0

y si € (0,1] es un racional diddico, x tiene exactamente dos desarrollos en base 2, asi que
P[X = z] = 0. Adem4ds, x = 0 tiene tinicamente un desarrollo en base 2, asi que, también,
P[X = 0] =0. Por lo tanto, P[X = x| = 0 para cualquier racional diddico x € [0, 1].

Como ya lo mencionamos, para los nimeros reales x € (0,1] de la forma =z = 2]—',1, donde
ne€Nyje{l2...,2" -1}, es decir, para los racionales diddicos, el desarrollo en base 2
no es tnico. Para cada uno de estos puntos, elijamos como desarrollo en base 2 a la sucesion
S1, Se, ... para la cual existe N € N tal que s, = 1 para cualquier k € {N + 1, N +2,...}.
Por otra parte, para cada n € N, consideremos un intervalo de la forma (jz;nl, ;—n], con
Jj€{1,...,2"}. Asociada a tal intervalo existe una tinica coleccién de 0’s y 1’s, (s1, Sa, . - ., $n),
tal que un punto x pertenece al intervalo (]2;”1, 2%] si y s6lo si tiene un desarrollo en base 2
de la forma x = 0.5183...5, .... Por lo tanto:

P[XE (Jz;n172]—n]] :P[Xl:51;X2:52,...,Xn28n]IL
Asi que, si k € {1,...,2"}, se tiene:

PIXe(04]] =Th, Px e (54 = Tt = &
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Es decir, si z € (0, 1] es un racional diddico, se tiene:
PX e (0,z]] =z
Ademads, la funcién Fy : [0,1] — R, definida por
Fx (x) = P[X € [0, x]]
es continua por la derecha.
Por lo tanto:
Fx (z) = z para cualquier = € [0, 1]

Asi que X tiene distribucién uniforme en el intervalo [0, 1].
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En lo que sigue vamos a tomar como espacio de probabilidad a la terna ((0, 1], £, P), donde
P es la medida de Lebesgue en el intervalo (0, 1].

Para cada n € N, definamos:
B, = {(s1,52,...,5,) : 5; € {0,1} para cualquier j € {1,2,...,n}}
donde n € N.

Sabemos que el desarrollo en base 2 de un niimero real x € (0, 1] es tinico y, consiste de una

sucesion (sy), oy tal que s; = 1 para una infinidad de indices k.

Recordemos que que si (sq,82,...,5,) € B, y € (0,1], entonces, s1,S2,...,S, son los
primeros n términos del desarrollo de = en base 2 si y sélo si

YIS (Z?:l % > i >+ zlﬂ]
Ademads cada uno de los 2" intervalos de la forma
(i 5 iy 5+ 5w

donde (s1,52,...,5,) € By, es alguno de los intervalos de la forma (%, 2%], donde k €
{1,2,...,2"}, los cuales constituyen una particién del intervalo (0, 1].
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Teorema 2. Para cada n € N definamos X,, : (0,1] — R mediante la relacion X, (x) = sp,
donde s,, es el n-simo término del desarrollo en base 2 de x. Entonces, las variables aleatorias
de la familia { X, : n € N} son independientes y cada una de ellas tiene distribucion Bernoulli

con pardmetro p = %

Demostraciéon
Sir € {0,1}, se tiene:

P [Xn = T] = Z{(Tl,TQ,--~7Tn—1)€Bn—1} P [Xl = ?"1,X2 =T9,... 7Xn71 = Tn-1, Xn = 7']

=Y trmrmn ey P+ 3 i+ 3+ 5])

_ 1_1
- Z{(Tl,T’Q’...,Tn—I)E]Bn—I} PO

1

Por lo tanto, para cualquier n € N, X, tiene distribucién Bernoulli con pardmetro p = 5.

Ademés, para cualquier m € Ny (11,72 ...,7,) € B,,, se tiene:

P (ﬂ;‘nzl [X; = 7“;']) =P (X1 5 ke 58 T am)) = 3 = [[12) P[X; = 1))
Asi que las variables aleatorias X7, Xs, ..., X,, son independientes.

Por lo tanto, las variables aleatorias de la familia {X,, : n € N} son independientes y cada
una de ellas tiene distribuciéon Bernoulli con pardmetro p = %
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A partir de lo anterior podemos demostrar los siguientes resultados:
Recordemos que si U y X son variables aleatorias reales, definidas sobre un espacio de

probabilidad (€2, , P), se dice que U tiene distribucién uniforme en un intervalo [a, b], donde
a < b, si su funcién de distribucién Fy; : R — [0, 1] estd dada por:

0 siz<a
Fx (z) = =2 sixela,b]
1 siz>b

Obsérvemos que, como F'x es una funcién continua, se tiene:
P[X €a,b] = Fx (b)) - F(a) = 72 — =2 =11
P [X = z] = 0 para cualquier z € R

En particular:

P[X ¢ (a,0)] =0

Por otra parte, se dice que X tiene distribucién normal estdndar si su funcién de distribucion
Fx : R — [0, 1] esta dada por:

Fx(r) = [, o5 dy

2
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Teorema 3. Se puede definir, sobre ((0,1],L, P), una sucesion de variables aleatorias in-
dependientes, cada una de ellas con distribucion uniforme en el intervalo [0, 1].

Demostraciéon

Consideremos una sucesién X, X, ... de variables aleatorias independientes, definidas sobre
((0,1], L, P), cada una de ellas con distribucién Bernoulli de pardmetro 3.

De acuerdo con la primera proposicién, si (X, ),y s cualquier subsucesién de la sucesién

. X, . . o
(Xn)pen v definimos Y = 377 | =ik entonces Y es una variable aleatoria con distribucion
uniforme en el intervalo [0, 1].

Para definir una sucesién de variables aleatorias independientes, definidas sobre ((0, 1], £, P),
cada una de ellas con distribucién uniforme en el intervalo [0, 1], basta con mostrar que existe
una infinidad numerable de subsucesiones de (X)), .y de tal manera que cualquier par de
ellas no tengan elementos en comin. Una vez mostrado esto, cada una de esas subsucesiones
genera una distribucién uniforme en el intervalo [0, 1].

Existen diferentes maneras de tomar las subsucesiones de (X)), .y con la propiedad men-
cionada. Por ejemplo, si {p1, po, ...} es el conjunto de nimeros primos mayores que 1y, para
cada n € N, definimos A,, = {p,, p?,p3, ...}, entonces los conjuntos A,, son ajenos por pare-

jas, asi que las subsucesiones (szf cen” (Xp§> cen” (sz?f) e’ cumplen con la propiedad

requerida.

También podemos ordenar los elementos de la sucesién (X,,), .y de la siguiente manera:
X1, Xo, Xu, X7, X1, Xi6, Xoo, . .

X3, X5, X, X12, X17, Xos, . ..

Xe¢, Xg, Xi3, Xis, Xog, . ..

X0, X1a, X1g, Xos, . ...

X5, Xa0, Xog, - - -

Xo1, Xoz, ...

Xog, ...

Cada renglén forma una subsucesién de (X,,), .y v las subsucesiones de dos renglones dife-
rentes no tienen elementos en comun.
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. . 2 3 .
De manera general, si las sucesiones (X ,gn)> , (X ,g )) , (X ,g )> , . .. son subsucesiones
keN keN keN

de (X,),cy tales que cualquier par de ellas no tienen elementos en comtn, definamos, para
cada n € N:

U, =y, N

Entonces, para cada n € N, U, tiene distribucién uniforme en el intervalo [0, 1].

1 @) @)
. X X X
Para cada m € N, las sumas parciales »_ " | ==, > )" =5 3" =5, ... forman una fa-

milia de variables aleatorias independientes, asi que, para cualquier n € N y cualquier
(x1,...,2,) € R™ | se tiene:

(1) (n)
m X m X
P |:Zk12Lk < $1,~-7Zk:12Lk < In:|

(1) (n)
X X
:P[ZZL12+€§$1}”P{ ?12%an]

@)
4 . X . .
Como, para cada j € N la sucesién (Z;nzl 2%) es no decreciente, la sucesién de eventos
meN
m X(l) m X(n) . . .,
Dot o ST, ) e STy es decreciente y la interseccién de todos ellos
meN
es el evento
(1) (n)
o X o X
[ k=1 o S TLye s D pey R an]
Asi que:
P[Ul le,UnS.fg, ,Un<l’n]
Py % < o X
k=1 2k = T1, » 2 ik=1 oF Tn
1) (n)
, m X m X
= hmm—>oo P |: k=1 QLIC <oy, k=1 gkk < xn:|

(1) (n)

Por lo tanto, las variables aleatorias Uy, Us, . .. son independientes.
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Teorema 4. Se puede definir, sobre ((0,1], L, P), una sucesion de variables aleatorias in-
dependientes (X,,) tales que, para cualquier n € N, la distribucion de X, es mormal
estandar.

neN’

Demostraciéon

Consideremos una sucesiéon de variables aleatorias independientes (U, ), oy, definidas sobre
((0,1], L, P), cada una de ellas con distribucién uniforme en el intervalo [0, 1].

Para cada n € N, definamos la funcién F;, : R — R de la siguiente manera:

F,, es una funcién continua estrictamente creciente, asi que tiene una inversa continua. De-
notemos por ¢, a la inversa de F},; ¢, es entonces una funcién continua definida en el intervalo

(0,1).
Para cada n € N, definamos

X cn(Un) si U, € (0,1)
! Io,1y¢ (Un) en otro caso

Si x € R, se tiene:
(X, <z]=[X, <z,U, € (0,)]U[X, <z,U, ¢ (0,1)]
Asi que, como P [U,, € (0,1)] = 1, se tiene:
Fx,(x)=P[X, <z|=Plec,(U,) <x,U, € (0,1)]=P[U, <c,;' (x),U, € (0,1)]
— P[U, <61 (@)] = P[Un < Fy (2)] = Fa ()
Asi que X, tiene distribucién normal estandar.

Finalmente, como las variables aleatorias Uy, Us,... son independientes, también lo son
X1, X5, ..



